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AZ ORTHOGONÁLIS SUBSTITUTIÓ 
EGYüTTHATÓINAK PARAMÉTERES ÉRTÉ~E . 
HUNYA.DY ENŐ 
r. tagtól. 
{Mint az áptil 15. tartot székfoglalójának folytatását  a III. osztály ülésén, 
1 9. október 21.) 
Nagyon közel  gondolat, hogy az orthogonális helyete-
sítés általános feladata nem-e tárgyalható ugyanazon elvek sze-
rint, mint székfoglaló értekezésemben annak azon különös esete 
tárgyaltatot, melyben egy térbeli orthogonális koordinátarend-
 egy másik szintén orthogonális rendszerre térünk át. 
E sorok czélja kimutatni, hogy a már tüzetesen tárgyalt 
eseten kívül a probléma még a síkban is ugyanazon elvek sze-
rint tárgyalható, de mihelyt a változók száma a hármat felül-
mulja, akkor a kifejtet elvek alapján a probléma többé nem 
tárgyalható, mit különösen négy változó esetében teszünk be-
láthatóvá. . . 1. Ha ugyanis a sík P pontjának orthogo.náhs ·koordinátait 
az XOY és X'OY' koordinátarendszerekben x, y; és x', y'-nal 
jelöljük, akkor ha az átmenetet az  koordinátarendszerröl a 
ruásikra a  helyetesítések eszk(?zlik: 
x=a1x'+b1y'} (l) 
· y ' a':! x' + b2 y' 
M. T UD. AK, ÉRT. A MATH, TUD. KÖH.ÉBÖL. 1889. UV. K. 3. SZ. 
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a  azonosság ál fen: 
x2 + y2 = x'2 + y'2, . . . . ·. (2) 
 az (1) alati helyetesítés együthatóira nézve a követ-
 egyenletek folynak : 
ai + ai = 1 l bi + bi = 1 . . . . • . (3) 
a1 b1 + a2 b'i! = 0 
a  még továbbá ezek erednek : 
ai + ~ = 1 l 
~  ~ = 1 . . . . . . (4) 
a1 a'!I + b1 b2 = 0 
Amint ismeretes a (3) alati rendszer egyenletei egymástól 
függetlenek, a (4) alatiak pedig azok következményei. Miután 
továbbá a ~  alati rendszerben az a1, b1, a2, b<J. mennyiségek közöt három egyenlet ál fenn, abból azon következtetésre jutunk, 
hogy az (1) alati orthogonál helyetesítés együthatói egy vál-
tozó paraméter függvényeiként . 
2. A probléma megoldása czéljából  a  fel-
adatot oldjuk meg: 
Az egészen  
~ = al ~  + fJ1 r/ } 5 
1 fJ 1 • • • • • • ( ) ~ + 21 
helyetesítésekben, melynek determinánsa el nem  ha 
~  11 =my} ~  = l'x', 11'= m'y' · · · · · (6) 
tétetik, lehetséges-e az l, m, l', m' mennyiségeket úgy megha-
tározni, hogy x, y és x', y' két orthogonális rendszert constituáljon. 
Az (5) alati egyenletek a (6) alati helyetesítések által a 
 mennek át : 
l' m' x = - z-a1 x' + - z-fi1 y' 
l' m' Y = - a2x'+- fJ2Y1 m  m 
(7) 
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hogy pedig az x, y és x', y' két orthogonális rendszert álapítsa-
nak meg a (3) és (4) alati egyenleteknél fogva a  fel-
tételek álanak : 
l''!. m'2 ai T + fJ'i T = 1 
l'!. m'2 • • (9) ~ m2 + P": m'!. = 1 
a1 a2 l'2 + {J1 {J'l. m''l. = 0 
A (&) alati feltételek  és :3-ik  valamint 
3-dik és 2-dik  találjuk, ha 
hogy 
l''l. fl2 l' - p, 1 T - a1J ' m2 - - a2L1 
m'2 m'2 . (10) a2 ai T = - fl1J' m2 = fl2J 
Végre a (7) és (1) alati egyenletek összehasonlítása által, 
ha még a (10) alati egyenleteket tekintetbe veszszük, talál-
juk, hogy: 
-a R a'!. = - 2_1J_1 
'1. J ' 
b2 = -a2fJ1 1 J . 
b2 = a1 fl2 
2 J 
. • . (11) 
mely  látjuk, hogy az (1) alati orthogonális belyet-
tesítés av b1, a2, b2 együthatói aíl egészen  a1 , {Jp 
~  fl2 mennyiségek által vannak kifejezve, mely sajátságos kö-
rülmény az  szám azon kimondásával látszik elentétben 
1* 
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lenni, melynél fogva az orthogonális helyetesítés ~  
egy változó paraméter függvényeiben . 
E látszólagos elenmondás rögtön meg van magyarázva, ha 
a (11) alati képletekben észreveszszük, hogy az ap {J1, a2, {J2 mennyiségek csak a.z a1 12 és u.2 /31 összekötetésekben fordulnak 
 úgy hogy ha 
a1 /12 -p } 
~ q 
a (11) alati képletek a  alakot veszik fel 




b2=_ q _ 
1 p+q 




mely  világosan  hogy az orthogonális sub-
stitutió együthatói a p és q paraméterek viszonya átal vannak 
meghatározva. 
3. A ( 11) alati  nyerjük az eddig ismeretes pa-
 ha 
a) A ( 13) alati egyenletekben 
tétetik, akkor 
z> = cos21J 
q = sin2 {) 
a;= cos2 {), bi = sin2 iJ 
~ = sin2 (), ~ = cos2 {) 
b) Ha pedig a (13) alati egyenletekben: 
p = 0-),2)2 
q = 4;.2 
tétetik, akkor 
1 (1-),2)2 
... .. ~ 
1 ' (1 +).2)2 ' 
4;_2 




. * Cayley: «Sur quelques propriétés des déterminants gaucÍi.es•, 
Czele Journal f. r. u. a. Mathematik XXXII. köt. 119-123 11. vagy 
Baltzei: ~T  níul An wendring der D ~  . 5: · kiadásának 
193. lapját. · 
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. e) Ha végre a (11) alati képletekben 
a1 = J.3-J.1, 
a 2 = ),3 - ),2 ' 
tétetik, akkor miután 
hogy akkor: 
(J.3-J.1) ().4-J.2) a'1. --1 - U1 - ;,2) (J.3 - ;,4) 
a2- {}.4 - ), 1) ().3 - J.2) '!- U1 - J.2) {}.3 - J.4) 
' 
' 
f31 = ),4 - ),1 
f32 = J.4-J.2 
().4-J.1) {}.3-J.2) b2-_ 1 V1 -.~ {}.3 - J.2) 
b"I.- ().3-J.1) (J.4 -),2) 'i!- U1 -J.2) ().3 - J.4) 
* 
(16) 
4. A  számokban az orthogonális substitutió prn-
blémáját a síkban, valamint székfoglaló értekezésemben ugyan-
azon problémát a térben, sajátságos úton oldotuk meg, it tehát 
okvetlenül azon, kérdés tárul fel  hogy az orthogonális 
substitutió általános problémája nem volna-e szintén ugyanolyan 
úton megoldható. 
Hogy az orthogonális substitutió átalános problémája, azaz 
n változó esetében ezen az úton meg nem oldható, azt a legköze-
lebbi eseten, azaz azon, a melyben a változók szlÍ.ma 4, fogjuk 
kimutatni. 
Ismeretes ugyanis, hogy ha a  helyetesítések: 
x = a1x'+ b1y'+ c1z'+ d1p' y = a2 x' + ~ y' + c2 z' + d2 p' z = a3x' + b3y' + C3z' + dsp' 
p = a4x' + b4y' + C4Z' + d1.P' 
a  azonosságot : 
. . . . (17} 
x2 + y2 + z2 + p2 = x'2 + y'2 + z'2 + p'2 . . (18} 
'" Höesse : Vorlesungen aus  der analitischen Geometrie der geraden 
Linie etc. etc. 2. kiadásában 119-123. 11. 
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kielégítik, hogy akkor a (17) alati ~  orthogonálianak 
neveztetik, a (17) alati orthogonális helyetesítés együthatói 
pedig a  feltételeknek vannak alávetve: 
ai + ~ + ~ + ~ =  1 
b2 + b2 + b2 + b2 = 1 1 2 3 4 ci+ ~  ~ ~  
d2 + d2 + d2 + d2= 1 1 '2 3 4 
• • • • (19) 
a1 b1 + a2 b2 + a3 b3 + a4 b4 = 0 l a1 c1 + a2 c2 + a3 c3 + a4 c4 = 0 
a1 d1 + a2 d2 + a3 de + a4 d4 = 0 • . • (20) b1 C1 + b2 C2 + b3 C3 + b4 C4 = Ü j 
b1 d1 + b'ld2 + b3 ~ + b4d4 = 0 
C1 d1 + ~ d2 + C3 ~ + C4 d„ = Ü 
5. It is azon kérdést vetjük fel, hogy ha a f, "1), (és r 
mennyiségek a e' "1)1, " és 7'1 mennyiségeknek  line-
áris függvényei, azaz ha 
~ = a1 f' + fl1 ·fj' + ri; + al r' 
"1) = a2f1+ fl2"1)1+ r 2i:'+ a'lr.:1 '= aa e+ {J3 "1)1 + r 3 "+ J3 7!' 
7r = a„ t + {J„ "1)1+ r„C' + J47!1 
mely helyetesítésnek: 
L1 = a1 fJ1 r1 a1 a2 ~ r 2 a'l 
a 3 {33 r:i iJ :) 
a4 (3„ r4 J4 1 
• (21) 
(22) 
determinánsa el nem  tudjuk-e az l, m, n, u; l', m', n', u' 




r = up' 
~ = l'x' 
1l = m'y' 
('= n'z' 
7!'= u'p' 
. • • • • (23) 
iétetik, hogy akkor az x, y, z, p; és x', y', z', p' két orthogonális 
rendszert constituáljanak. 
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A (21) és (23) alati egyenletekböl ezek erednek: 
l' m' n' u' x = ai - z-x' + f31- z- Y1 + ri -z-z' + oi- z-P' 
. (24) 
l' , m' , u' , " u' , p = a4- x + {34- y + r4- z +o.i.- P u  u  u  u 
és így annak a feltételei, hogy x,y,z,p; és x',y',z',p'két ortho-
gonális rendszerhez tartozók legyenek a (19) és (20) alati egyen-
leteknél fogva ezek : 
. . (25) 
1  1  1  1 
ai fl1 l2 + a2 fJ2 m2 + a 3 {33 n2 + a4 {3, U,2 = 0 
1  1  1  1 l1 rt l2 + a'l r'l. rn2 + U3 / 3 n2 + a4 r4 U,2 = 0 
1  1  1 ~ 1 a1 o1 l2 + a2 iJ2 m2 + a3 iJ3 n2 + a4 o4 U,2 = 0 
1  1  1  1 fl1 r1 l2 + f32 r2 m2 + {33 rs n2 + fJ4 /4 1if = O 
(26) 
1  1 ~ 1  1 f31 iJ1 l2 + fJ2 02 m2 + {J3 os n2 + {34 04 "U2 = O 
1  1 1 1 riJ1l2+r202 m2 +r3iJs n2+r404 U,2=0 
~. Az ~  __;., __;., ~  és homogén ~  alati m  n  n 
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1  1 1' hat  kö.vetkezik, hogy ezek, ha az 71", m2 , 1i2, U2 
0-értékeitöl eltekintünk, ha a  hat soros és négy oszlo-
pos matrix ~  determinánsa  mit így akarunk 
jelölni: 
a.1 f31 a;z f3LJ. (/3 {J'f! 114(34 
a.1 rl '12 r2 a.s r3 114 r4 
a.1 ° 1 ' a.a 0a f14 0 4 a.2 ~ =Ü, (27) fl1 rl fJ2.r2 fJ3 rs {14 r4 
fl1 ,;1 fJ2 °2 fJ:-i ,;8 {J4 04 
r1 ° 1 r2 rJ2 r 3 r13 r4 a4 
mely symbolikus egyenlet  tagjában  matrixból 
15 negyedfokú determináns  lévén a (27) alati sym-
bolikus egyenlet ezen 15 negyedfokú determináns  
fejezi ki. 
A kérdéses  15 negyedfokú determináns  ugyan-
annyi megszorítást álapít meg a (21) alati helyetesítés 16 
a1, {11, •••• o 4 együthatóira nézve ezek közül t ehát csak egy lesz szabadon választható. 
Feltéve tehát, hogy a (9l 1) alati helyetesítés 1 G együthatója 
az említet 15 feltételt kielégíti, a (25) és (26) alati egyenletek-
 képesek vagyunk 
z,2 m'2 n'2 u'2 
7F ' -z2 ' -z2 ' z2 
l'2 m'2 n'2 u'2 
m2' m2 '  m2' m2 z,2 m'2 n'2 u'2 
n2 ' 1l2 ' n2 ' n2 
l'2 m'2 n'2 u 1 i 
U2 ' U2 J u2 ' u2 
meghatározni, 'tehát a (17) alati orthogonális helyetesítés együt-
hatóit is, de mindnyájukat csak egy független paraméter által, a. 
mi magában véve absurdum. 
Miután a (27) alati mátrix 15 negyedfokú determinánsa._ 
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sem független egymástól, hanem amint a STERN-féle *tétel mu-· 
tatja 9-böl a  hat meg van határozva, úgy hajlandók 
volnánk hinni, hogy az elöbb említet 15 feltétel, szintén már 
 következik, de ez tényleg nincs úgy, miután azon hat. 
egyenlet, mely STERN úr tétele szerint, a hat  ne-
gyedfokú determinánst 9 által meghatározza, felmondja a szol-
gálatot, azaz identikussá válik, mihelyest a  9 negyed ~ deter-
mináns . 
7. Végre felhasználom az alkalmat, hogy székfoglaló érte-
kezésem némely pontjára nézve még egyet mást ~ 
Székfoglaló értekezésem II. fejezetében (lásd a 20-26 11.) 
térbeli promléma tárgyalásánál elért ~  a  
foglalható össze. 
Ha 
ai fl1 ri 
arp, fl2 r2 
a 3 {13 r 3 
olyan mennyiségeket értünk, melyek a  feltételt: 
arp, 113 fl2 {13 r2 r 3 
ala3 f11fl3 rir3 =Ü 
a1a2 fl1fl2 rir'l. 
(28) 
kielégítik, akkor az orthogonális substitutió a3, b1, ••• c3 együt-
hatói a  vannak meghatározva: 
2 - aiÁ1 bit_ fl1 B1 c2 = ri 01 ai --.:1- , 1 - L1 ' 1 L1 
2 a2Aq b2 _ fl2B 2 2 - r'J.0 2 (29} a2 = --;r-=-' 2- L1 ' C2--LJ-
2 - agÁ3 b2 = {J3B3 c2 = r303 a3 - -LJ- , 3 L1 ' 3 L1 
* L. STERN : • Über die Bestimmung der Constanten in cler Variations-
rechnung» czímü értekezésében a 4. számot és tovább. [Abhandlungen 
der kön. Geselschaft der Wissenschaften zu Götingen Bd. XII]. STERN 
tétele a  kimondható az n sorlos és k oszlopos ~ osz opos soros 
hogy n > k) mátrix ( ~  k-dik fokú cleterminánsaib61 k (n - k) +  




a1 fl1 ri 
a2 fl2 r2 
a3 {13 r3 
(30) 
Áp B1, •••• 02 alat pedig a L1 determinánsban az ~  flt> ••• r3 elemeknek az együthatóit értjük. 
A' L1 determinánsról it még különösen kiemeljük, hogy 
annak eltünnie nem szabad, a mit székfoglaló értekezésünkben 
halgatva tételeztünk fel, miután kinduló pontunkat a 11. sz. 
(1) alati vonalos helyetesítés képezte. 
A 26. 1. (24) alati egyenlethez tartozó jegyzetben pedig 
megjegyeztük, hogy minden félreértés kikerülése miat kiemel-
jük, hogy az lt' fl1' ••.• r:i paraméterek három független para-
mételTel requivalensek, a nélkül, hogy ezen álításunkat bebizo-
nyítotuk volna; e hézagpótló be bizonyítást a  
közöljük. 
8. Ha ugyanis a (29) alati egyenletekben a számlálókat 
kifejtet alakjukban írjuk, akkor azok még így is írhatók : 
a2-a1 fJ2 r3-a1 fls r2 b'l.-fl1 r2 a3-{J13 r a2 1 L1 ' 1 - L1 
c2-1 - ri ~  (!_3-r1 a.3 fl2 L1 
a'l-a,, (33 ri-a,, fl1 r3 b2-fJ'l. r 3 a1-flrt ri a3 2 L1 ' 'l. L1 
c'l-r2 a3 f11-r2 a.2 fla . L1 
(31) 
a'!-a3 f31 r2-a3 flrt ri b2-fJ3 r 1 a.2-f33 r2 a1 3 L1 ' 3 L1 
c2-r3 a.1 fJ2-r3 a.2 fl1 3 L1 
a (30) alati determinánst pedig szintén kifejtve így: 
L1 = a1 fJ2 r3 - a.1 {33 r'l. ) + a.2 fJ3 ri - a.2 fl1 r3 . · + a.3 fl1 r'l.-a.3 fJ2 r1 (32) 
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már most  hogy a (31) alati egyenletek számlálói-
ban és közös  az a1, {J1, •••• r3 mennyiségeknek csak a  hat összekötetése fordul  : 
al fl2 r3' 
a2 {J3 ri, 
a 3 {Jl r'l., 
al {J3 r'l. 
a'l. fl1 r3 
rl:3 fl2 ri 
azért tehát, ha a  jelöléseket \ezetjük be: 
a1 fJ"J. rs = P1 
a:g_ fla ri = P'l. 
a3 fl1 r2 = p;{ 
a 1 {J3 r'l. = qi ) 
a'l. {l r3 = q"J. 
a3 fl2 ri = q3 
. (33) 
akkor a (31) és (31)alatiegyenletek a  mennek át: 
a,,=P1-q1 
1 L1 ' b2= p3-q'1 1 L1 ' 
a2 ~ ~ 
2 L1 ' b2 _P1-qs 2 - L1 ' . (34) 
b2 = ~  
3 L1 ' 
a hol már most 
. (35) 
Így tehát, ha a (29) és (30) alati egyenleteket a (34) és (35) 
alati alakban írjuk, tisztán látjuk, hogy az orthogonális helyet-
tesítés a1, b1, ••• c3 együthatói pusztán csak a p 1, p2, p3, q1, q2, qa 
 tehát hat  függenek. De miután a 
(34) alati egyenletek számlálóiban és közös  a p és q 
paraméterek homogénen lépnek fel azokat öt egymástól függet-
len paraméternek kel tekintenünk. A (33) alati jelölésekböl 
pedig világos, hogy a p és q paraméterek a  megszorí-
tásnak vannak alávetve: 
• • (36) 
A p és q paraméterek végre még egy megszorításnak van-
nak alávetve, mely az egész probléma megfejtésének alapföl-
t ételét képezi, t. i. a (28) alati feltételnek, melyben a determi-
' HUNYADY ENŐ. 
nánst kifejtve és ·a (33) alati jelöléseket tekintetbe véve, a, 
szóban forgó feltételt a  alakban nyerjük: 
P1P2 + P1Ps + P'!,P3 = qt q'l + qi qg + q'lq3 (37) 
így tehát öt független paraméterrel requivalensnek bebizonyítot 
hat p és q paraméter még két továbbit. i. a (36) és (37) alati 
megszorításnak lévén alávetve, világos, hogy a hat p és q para-
méter csak három paraméterrel requivalensnek  és így 
székfoglaló értekezésünknek 26. lapjának jegyzetében  
azon álításunk, hogy az ugyanazon lap (24) alati egyenleteiben 
 a11 fJv . . . . r3 paraméterek három paraméterrel 
requivalensnek  be van bizonyítva. 
9. Székfoglaló értekezésem egy másik pontjára nézve pedig. 
a  jegyzem meg. 
Az otan használt jelölések megtartásával az orthogonális. 
helyetesítés a1, bu .. Cs együthatói közöt a  egyen--
letek álanak : 
b1 C1 + b2 C2 + bs C3 = Ü ) 
G1 C1 + a'l C2 + ag C3 = 0 
a1 b1 + a2 b2 + a3 bs = 0 
ar + b; + ~ = 1 ) a; + bi + ci == 1 . . : 
a2 + b<J. + c2 = 1 3  3  3 
a2 as + b2 bs + c2 c3-= 0 ) a1 as + b2 b3 + c1 Cs = 0 . 
a1 a2 + b1 b2 + c1 c2 = 0 
at b1 C1 
a2 b2 c2 = 1 
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továbbá feltéve, ·hogy 
at b1 C1 1 02 b„ t; = + 1 
a3 b: Cs \ 
még a  
a1=b-J. c3-b3 ~  b1=c2 a3-c3 a2, c1_ 02 b3-a3 b2,) 
a2=b3 c1-b1 c3, b2=c3 ac.:.c1 a3, c2-a3 b1-a1 ~  (43) 
<la= b1 C2-b2 C1' b3=C1 02-C2 al., C3=a1 b2-02 b1' 
10. Az i. h. 11. számában, . o_t az (5), (6), (7) és (8) 
alati egyenleteket felálítotuk pusztán csak az ~  felsorolt 
(38)-(41) alati egyenletekre voltunk tekintetel, holot a (43) 
alatiakat egészen figyelmen kívül hagytuk. Az i. h. (6) és (8) 
alati egyenletei a (9) és (10) alati feltételekre vezetek, melyek-' 
 ki let mutatva, hogy e két feltétel tulajdonképen csak egy. 
Kérdés már most, hogy ha a (43) alati egyenleteket is 
alkalmazzuk az i. h. (3) alati egyenleteiben  együt-
hatókra, hogy nem vezetetünk az a1, {11, ••• ril mennyiségek új megszorításaira. 
Ha székfoglaló értekezésem 11. sz. (3) alati együthatóira 
nézve a ( 43) alati egyenletek négyzeteit írjuk fel, akkor azok a 
 : 
z,2 ,2 ,2 ,2 l'2 ,2 2 _ m  n A? f32m - - . E~ a1 z2 m2n2 1' t-r2 - ~ 1' 
11'2 l'2m,2 Cf, r2 -112- - m2n2 
l'2 m'2n,2 ,2 z·2 ,2 
a2 - A2 ~  _ n R.2 '!- 2 - z2 2 2' 2 m2 --l/n2 2• m  n (44) n'2 l'2m,2 r2 - 02 2 rn2 - t2n2 2' 
z·2 m'2n,2 ,2 l'2n,2 
(.l't.- = A2 fJ'f m - m. 2 112 t2m2 a• 3112-z2m2 
12 l'2m,2 2 n q, r3rz2 = z2m2 
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z12 m'2 n'2 ha pedig ezen  a --,;:-, T, .. 7 mennyisége-
ket az i. h. 14.-sz. (23) alati egyenleteinek segítségével kiküszö-
böljük, mindössze a  feltételeket nye1jük : 
a1 fl2 r3 L1 = A1 B 2 Oa, a1 fls r'J. L1 = A1 B s C2 l 
a 2 {Jg r 1 L1 = A 2 B s 01, a2 fl1 rs L1 = A 2 B1 Os . (45} 
. as fl1 r'J. L1 = Á 3 B1 0 2, a 3 fl'l. r1 L1 = Á 3 B 2 01 
a mely feltételi egyenletek egymástól alakilag ugyan különböznekr 
de azért maguk közöt, valamint az i. h. 11. számának (9) alati 
egyenletével azonosak,  könnyen  és így 
a ( 45) alati  kimondhatjuk, hogy azok az a, fl, r 
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